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Id6fliggd feladatok numerikus megoldasa

ld6fliggo feladatok numerikus megoldasa

@ Alapfeladat: KDE vagy PDE-rendszerhez tartoz6 kezdetiérték-
vagy vegyes feladat megoldasa

Tébbnyire csak numerikusan lehetséges!

@ Definialunk egy racshalot;

@ ezen kitliziink egy diszkrét feladatot;

© megoldjuk a diszkrét feladatot — numerikus megoldas
© ellendrizziik, hogy megfeleléen pontos-e

@ ha nem, eldlrdl kezdjik egy finomabb racshalén

@ Mikor j6 a numerikus médszer?
- konzisztens
- stabil
- konvergens
- hatékony (megfelelé pontossag "olcsé" elérése)
- megdrzi a kvalitativ tulajdonsagokat

Faragé Istvan (ELTE) Richardson-extrapolaci6 és alkalmazasa Met. Napok, 2017. nov. 23-24.



Richardson-extrapolacid

Mi a Richardson-extrapolacié (RE)?

@ Ha a numerikus megoldas nem elég pontos, a szamolast el6Irdl
kezdjiik, a durvabb racson kapott megoldas elvész

@ Otlet (Richardson, 1911): Hasznaljuk fel a régi megoldast egy
pontosabb numerikus megoldas eléallitdsahoz!

@ RE: u.azon médszert két (vagy tdbb) kilénb6zo |épéskdzzel
alkalmazzuk (pl. 7 és 7/2), és a megoldasokat megfeleld
sulyokkal atlagoljuk

@ — p-ed rendi moédszerbdl (p+1)-ed rendl nyerhetd, és nem vész
el a kordbbi eredményunk!
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Richardson-extrapolacid
A RE alkalmazasa KDER-ben

@ KDER Cauchy-feladata:

d
F}; =f(t,y), te[0,T], y(0) = yo

@ Definidljuk a t, = n- 7 racshalét (n = 0,1,...,N), ahol 7= T/N a
|épéskdz, ty = T.

@ Jeldlés: y(t*) - a feladat pontos megoldésa t = t*-ban.

@ RE: egy p-ed rendii numerikus modszerrel 7 és 7/2 1épéskdzzel is

s s s

akkor t* = 2n - 7/2 a méasodik racson.)
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Richardson-extrapolacid
A RE alkalmazasa KDER-ben

@ Jeldlje a T és 7/2 |lépéskdzzel nyert numerikus megoldast
t = t*-ban z, ill. w,. Ha a mddszer p-ed rendben konvergens,
akkor
y(t*) = zn + KrP + O(7P)
ill.
y(t*) = wp + K(0.57)° + O(rP*1),
ahol K a numerikus modszertdl figgd mennyiség.
@ Kiszdbdljuk ki a p-ed rendl tagokat sulyozott atlagolassal!

. 2Pw, — z,
y(t") = 1 T O(7P*)
@ Az U] kozelités:
_ 2Pwp -z,
SRR
amely (p + 1)-ed rendben pontos!
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Richardson-extrapolacid

A Richardson-extrapolacio két modija

Passziv RE:
Zq Zo
Yo <
W+ Wo

34 Y2

Aktiv RE:

T~y
YO<W1/Y \Wz/y
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Richardson-extrapolacid
A RE konvergencigja

@ Passziv RE: ha a mdgottes (p-ed rendl) mddszer konvergens,
akkor a passziv RE-val kombinalva is az lesz.

Mi a helyzet az aktiv RE-val?

@ Tétel (Faragd, Havasi, Zlatev, 2011): TegyUk fel, hogy f a 2.
valtozéjaban lipschitzes, azaz

1(tn, ¥n) = F(tn, yn)ll < LIlYn = ynll

valamely L konstans mellett. Ekkor az explicit Runge-Kutta + aktiv
RE mddszer konvergens.

@ Tétel (Faragd, Havasi, Zlatev, 2012): TegyUk fel, hogy f a 2.
valtozojaban lipschitzes. Ekkor a diagonalisan implicit
Runge-Kutta + aktiv RE modszer konvergens.
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Richardson-extrapolacid

A RE stabilitasa rogzitett racson

@ Stiff feladatoknal fontos a Dahlquist-féle tesztfeladaton valé
viselkedés:

y' =Xy, te[0,00), y(0)=yo, Re(A) <0

@ A passziv RE megdrzi a mégbttes mddszer stabilitasi
tulajdonségait.

@ Ugyanez nem feltétlenlll igaz az aktivra: a RE javithat és ronthat
is a stabilitason:
- Trapézszabdly + RE: nem A-stabil
- Implicit Euler + RE: L-stabil
- Altalanos ©-médszer + RE: A-stabil, ha © € [2/3, 1]
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

Az UNI-DEM légkorkémiai almodellje

@ az EMEP modellben is alkalmazott kémiai reakciéséma 56
anyagfajtaval
@ nemlinearis KDER

@ egyes anyagfajtak lassan, masok gyorsan alakulnak at — erésen
stiff rendszer

@ 24 6ras iddintervallum

@ referenciamegoldas: négylépéses, 6tddrendu L-stabil implicit
Runge-Kutta modszerrel

@ a hibat maximumnormaban mérjik
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A IE + RE mé&dszerrel kapott hibak

N IE IE + aktiv RE IE + passziv RE

1344 | 3.063E-1 7.708E-3 6.727E-3

2688 | 1.516E-1 (2.02) | 1.960E-3 (3.93) | 1.739E-3 (3.87)
5376 | 7.536E-2 (2.01) | 5.453E-4 (3.59) | 4.417E-4 (3.94)
10752 | 3.757E-2 (2.01) | 1.455E-4 (3.75) | 1.113E-4 (3.97)
21504 | 1.876E-2 (2.00) | 3.765E-5 (3.86) | 2.793E-5 (3.98)
43008 | 9.371E-3 (2.00) | 9.583E-6 (3.93) | 6.997E-6 (3.99)
86016 | 4.684E-3 (2.00) | 2.418E-6 (3.96) | 1.751E-6 (4.00)
172032 | 2.341E-3 (2.00) | 6.072E-7 (3.98) | 4.379E-7 (4.00)
344064 | 1.171E-3 (2.00) | 1.522E-7 (3.99) | 1.095E-7 (4.00)
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

Adott pontossag eléréséhez szilkséges gépido (s) és

lépésszam (IE mbdszer)

Globalis hiba IE IE + RE
Gépidd Lépésszam | Gépidd Lépésszam
[1E-2,1E-1] 274 5376 304 672
[1E-3,1E-2] 862 43008 374 1344
[1E-4,1E-3] 7144 688128 661 5376
[1E-5,1E-4] 42384 5505024 1428 21504
[1E-6,1E-5] | 265421 44040192 2240 43008
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

Kombinalas operatorszeleteléssel

A légkéri transzport-kémiai egyenletrendszer:

oc; .
a—t’ = —V(uc)+V(KVc)—oici+Ri(cr, ..., cq)+Ei(x, 1), i=1,2,...,q

@ Csatolt nemlinearis PDE-rendszer.

@ Kozvetlen diszkretizacié M térbeli racspont esetén — nagymeéreti
nemlinedris KDE-rendszer M - q db ismeretlennel
= standard numerikus modszerek nem hasznalhaték

@ Alkalmazzunk operatorszeletelést:
- Az id6intervallumot 7 hosszusagu részekre osztjuk
- A jobb oldalt részoperatorokra bontjuk, a megfeleld
részfeladatokat egymas utan oldjuk meg a részintervallumokon
- Csatolas a kezdeti feltételeken keresztul
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

A pontossag ndvelése Richardson-extrapolacioval

@ p: a szeletelési médszer rendje
@ r: az alkalmazott numerikus médszer rendje

— A teljes approximécié rendje min{p, r}.

= A részfeladatokra csak akkor érdemes magasabb rendi
médszert alkalmazni, ha a szeletelési médszer is magasabb
rendl. A magasabb rendi szeletelési modszerek azonban
koltségesek.

@ Otlet: A pontossagot Richardson-extrapoléciéval néveljiik!

A kombinalt médszert az UNI-DEM Iégkdrkémiai almodelljén
teszteltik. Két részoperator: az 6zonnal 6sszefliggd anyagok kémiai
reakcioi + a tébbi
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

A szekvencialis szeleteléssel kapott hibak implicit

Euler-modszerrel RE nélkil ill. RE alkalmazasaval

N Szekv. szeletelés | Szekv. szel. + RE

1344 | 2.154e-1 1.799e-2

2688 | 1.093e-1 (1.97) 5.862e-3 (3.07)
5376 | 5.509e-2 (1.99) 1.698e-3 (3.45)
10752 | 2.764e-2 (1.99) 4.598e-4 (3.69)
21504 | 1.384e-3 (2.00) 1.199e-4 (3.84)
43008 | 6.926e-3 (2.00) 3.062e-5 (3.92)
86016 | 3.464e-3 (2.00) 7.740e-6 (3.96)
172032 | 1.733e-3 (2.00) 1.946e-6 (3.98)
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

MS-szeleteléssel kapott hibdk masodrendu

DIRK-modszerrel RE nélkdl ill. RE alkalmazasaval

N DIRK DIRK + MS DIRK + MS + RE
1344 | 4.55E-03 (4.15) | 3.94E-02 (2.42) | 8.61E-03 (3.08)
2688 | 1.12E-03 (4.07) | 1.47E-02 (2.69) | 2.42E-03 (3.56)
5376 | 2.77E-04 (4.03) | 4.92E-03 (2.95) | 5.83E-04 (4.15)
10752 | 6.91E-05 (4.02) | 1.55E-03 (3.20) | 1.19E-04 (4.89)
21504 | 1.72E-05 (4.01) | 4.49E-04 (3.46) | 1.99E-05 (5.99)
43008 | 4.30E-06 (4.00) | 1.22E-04 (3.68) | 2.73E-06 (7.29)
86016 | 1.07E-06 (4.00) | 3.19E-05 (3.82) | 3.30E-07 (8.29)

172032 | 2.69E-07 (4.00) | 8.17E-06 (3.91) | 3.83E-08 (8.62)
344064 | 6.72E-08 (4.00) | 2.07E-06 (3.95) | 4.56E-09 (8.39)
688128 | 1.68E-08 (4.00) | 5.19E-07 (3.98) | 5.64E-10 (8.09)
1376256 | 4.20E-09 (4.00) | 1.30E-07 (3.99) | 7.09E-11 (7.96)
2752512 | 1.05E-09 (4.00) | 3.26E-08 (3.94) | 8.95E-12 (7.93)
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben
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Alkalmazas az UNI-DEM-ben

Kész6ndm a figyelmet!
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