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Vazlat

e A Richardson-extrapolacié (RE) médszere

o Elméleti eredmények
- Konvergencia
- Abszollt stabilitas

o Alkalmazasok (hulldmterjedési modell)
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A Richardson-extrapolacié médszere

A Richardson-extrapoldcié mddszere

KDER Cauchy-feladata:

(7@ = rn). o) (1)
y(0) = »
Definialjuk [0, T]-n a kovetkezé két racshalét:
Q. :={t,=n7:n=0,1,..., N}, ahol N, = T/, (2)
Qrppi={tk =k7/2: k=0,1,...,2N;}. (3)

Jelolje a megfelelé numerikus megolddsokat a durva racs t* pontjaban
z(t*) ill. w(t*). Ha y(t) (p + 1)-szer folyt. differencialhatd, akkor

y(t*) — z(t*) = K- 7P + O(7P1), és (4)

y(t*) = w(t*) = K- (1/2)P + O(7P*1). (5)
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A Richardson-extrapolacié médszere

K-t kikiszobolve az

yRE(t") = 2PW(;:)—_1Z(t*) (6)

approximaciéhoz jutunk, amely (p + 1)-ed rendben kozeliti a pontos
megoldast.

A fenti médon szdmolva a kombindlt megoldast nem hasznadljuk fel a
tovabblépéshez (passziv RE).

Masik lehetoség: a durva racs minden t, idopontjabdl a finom és a durva
rdcson is a kombindlt megolddsbdl mint kezdeti értékbdl |épiink tovabb
(aktiv RE).
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A Richardson-extrapolacié médszere

A Richardson-extrapolacié két valtozata

Passziv RE:

Z1 V)
Yo <

w1 wo

YRE 1 YRE 2

Aktiv RE:

V4 22
T~ YRE,l/ T~ YRE?2 .-
wy / \ W2/

Yo
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A Richardson-extrapoldcié elméleti vizsgalata

Konvergencia

o Passziv RE: ha a mogottes (p-ed rendili) mddszer konvergens
(feltettiik), akkor a passziv RE-val kombinélva is az lesz

(71 +72 =11).
Mi mondhaté el az aktiv RE-rél?

e Tétel (Faragd, Havasi, Zlatev, 2011): Tegyiik fel, hogy f a masodik
valtozdjaban lipschitzes, azaz

1£(t, yn) — £(t, ya)ll < Lllya = yall

valamely L konstans mellett. Ekkor az explicit Runge-Kutta + aktiv
RE mdédszer konvergens.

o Tétel (Faragd, Havasi, Zlatev, 2013): Tegyiik fel, hogy f a 2.
valtozdjaban lipschitzes. Ekkor a diagonalisan implicit Runge-Kutta +
aktiv RE mdédszer konvergens.
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A Richardson-extrapoldcié elméleti vizsgalata

Stabilitds rogzitett racson

@ A passziv RE meg0rzi a mogottes mddszer abszolit stabilitdsi
tulajdonsdgait.

o Az aktiv RE javithat és ronthat is a stabilitason:
- A koézépponti médszer RE nélkiil A-stabil, RE-val kombindlva
azonban nem
- Implicit Euler: 6nmagaban és a RE-val is L-stabil
- Altaldnos 6-médszer: erésen A-stabil, ha © € (1/2,1], mig RE-val
csak akkor er8sen A-stabil, ha 6 € [2/3,1].
- Szamos Runge—Kutta-mddszernél igazoltuk a stabilitasi tartomany
megnovekedését.
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Alkalmazasok

© KDER megoldasa:
o Egyszeriisitett globélis CO,-modell (Brajnovits Brigitta)
o Légkorkémiai modell (Faragé Istvan, Zahari Zlatev)
@ PDER — térbeli diszkretizacié utdn KDER — passziv/aktiv RE
alkalmazdsa az idobeli integralds pontossaganak novelésére:
o Uzemanyagcella-modell (Horvath Rébert, Szabé Tamés)
o Reakcié-diffiziés modellek biokémiai alkalmazasokkal (Lagzi Istvan,
Mona Tamas)
o Hulldmterjedés modellezése (Ehsan Kazemi)
© PDER, tér- és idobeli Richardson-extrapolacié
o Advekcids feladat megolddsa (Faragd Istvan, Zahari Zlatev)
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Hulldmterjedés modellezése

Hulldmterjedési jelenségek modellezése

Tesztfeladat:

y'(t) = —ivy(t), t 20

¥(0) = yo

ahol v € R adott. Legyen o := v.
Pontos megoldas: y(t) = exp(—ivt)yo = y(tn + 7) = exp(—io)y(tn).
Amplifikdcids tényezd: R. = exp(—ic).
Numerikus mdédszer alkalmazdsa: y,+1 = R(0)y,. A mddszer hibdja
jellemezhet6 a kovetkezé hdnyadossal:

(7)

Jeldlje ¢ az E(o) komplex szam irdnyszogét, ekkor

E(o) = |E(o)| exp(i¢p) (9)

|E(c)| = |R(0)| kozelebb van 1-hez = kisebb disszipacié
@ kozelebb van 0-hoz = kisebb fazishiba.
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Hulldmterjedés modellezése

Optimalis DIRK mddszer konstrualadsa

o Kérdés: felhasznalhaté-e a RE nagy pontossagu, kis disszipacidju és
fazishibaju iddintegraldsi modszerek konstrualasira?
o Mogottes médszer: DIRK (diagonally implicit Runge—Kutta) médszer.

o Két megkozelités:
1) Optimalizdlds a RE alkalmazdsit megel6zéen: meghataroztuk azt a
kétlépcsos, harmadrendii sémat, amelyre az

.
Err(T) = /0 IR — exl—tode (10)

hiba minimdlis T = 2 esetén.
— A kapott séma: DIRK32 mddszer, amelyet a RE-val kombindlva a
negyedrend(i DIRK32RE mddszert nyertiik.
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Hulldmterjedés modellezése

DIRK32 vagy DIRKRE32?

2) Optimalizalds a kombinalt DIRK + RE sémara: a DIRK mddszer
egyiitthatdit dgy hatdrozzuk meg, hogy a kombinalt DIRK + RE
madszer legyen a lehetd legkisebb disszipaciéju és fazishibaju.
Ehhez Err(T) helyett a kdvetkez6 integrélt minimalizaltuk:

. T
Err(T) = /0 |Rre(0) — exp(—io)|do (11)

ahol
2PR(0/2)? — R(0)
2p —1
a kombinalt DIRK + RE mddszer numerikus amplifikacids tényezoje.
Az eredményiil kapott séma azonban a DIRK32-t4l nem tér el l1ényegesen.

Rre(o) =

(12)
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Hulldmterjedés modellezése

Hullamanalizis: DIRK32RE és mas negyedrendii mddszerek

0.8 e,
e e e

(a) Amplifikciés tényezd (b) Fézishiba
Kék: DIRKA43,

Rézsaszin: DIRKRE43,
Piros: DIRK32RE,
Zold: SDIRK
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Hulldmterjedés modellezése

Numerikus kisérletek

Lineadris advekcids egyenlet:

ou ou
5 =~ x € [0,500], ¢ € [0,300] (13)

Kezdeti fiiggvény (erésen oszcillald):
(x = xm)?
up(x) = exp - [cos(27ky (x —xm)) +cos(2mka(x —xm))] (14)

ahol x,, =90, b =20, ky = 1/(8Ax), ko =1/(16Ax), Ax = 1.
Advekcids sebesség: ¢ = 1.

CFL szamok (cAt/Ax): 0.5, 1, 1.5, 2.

Térbeli diszkretizacié: hatodrendii médszerrel.

A térdiszkretizacié nagy pontossdga miatt a hibdk elsésorban az idobeli
diszkretizaciobdl erednek.

Havasi Agnes A Richardson-extrapoldcié vizsgélata 13 /18



Hulldmterjedés modellezése

A linedris advekcids egyenlet numerikus megoldasa

(c) CFL =15 (d) CFL = 2.0
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Hulldmterjedés modellezése

Diszkrét Ly-normabeli hibdk (t = 300)

up: pontos megoldas
Upum: humerikus megoldds

ey 1/2
ErrL2 = </ (Up - Unum)2> (15)
0
CFL DIRK32 DIRK43 SDIRK4 DIRK32RE DIRKRE43RE
0.5 2.5635 1.3603 1.8970 0.0888 0.9155
1.0 3.9441 6.1071 3.7469 1.3672 3.3168
1.5 4.6943 5.8264 4.4248 2.9808 4.1797
2.0 5.0303 7.4117 4.8473 3.6353 4.0986

A legkisebb hibat minden esetben a DIRK32RE médszerre kaptuk. Ez a
modszer még az 6todrendli DIRKRE43RE médszert is feliilmilta...
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Tovabbi tervek

Ismételt és tobbszoros RE

Elméleti eredményeink kiterjesztése tovabbi mogottes mddszerekre
(dltaldnos RK médszer)

A RE alkalmazasi lehetoségei PDE rendszerekben

A RE-val kapott kombinalt mddszerek kvalitativ tulajdonsagai
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Koszénom a figyelmet!
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